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Рассматривается  процесс двухфазного течения 
в пласте, образующийся при вытеснении нефти из 
пласта водой. Поставлена обратная задача, связан-
ная с восстановлением граничного условия для си-

стемы нелинейных дифференциальных уравнений 
в частных производных. Предлагается численный 
метод решения задачи,  основанный  на обращении 
системы линейных алгебраических уравнений.

Пусть горизонтально расположенный двумер-
ный нефтяной пласт с постоянной мощностью H 
в круговой области    20,0  RrG , 
разрабатывается системой скважин в режиме за-
воднения. Вода, закачиваемая через нагнетатель-
ные скважины в пласт, не смешивается с нефтью 
и в пласте образуется двухфазное течение. Пред-
положим, что одна из нагнетательных скважин 
находится в центре пласта, а остальные скважи-

ны расположены в произвольных точках пласта. 
Ввиду того, что размеры скважин намного мень-
ше размера пласта, можно пренебречь размерами 
скважин, представляя их точечными стоками (ис-
точниками) с мощностями, равными расходам ре-
альных скважин[1]. Тогда представляя скважины, 
за исключением центральной, точечными стоками 
(источниками), описываемыми функцией Дирака,  
математическую модель двухфазного течения не-

Известно, что метод заводнение – нагнетание 
воды в пласт с целью вытеснения нефти из пласта, 
является одним из основных технологических 
методов разработки нефтяных месторождений. 
Роль воды в процессе вытеснения очень слож-
на. С одной стороны, она являясь вытесняющим 
агентом способствует повышению коэффициента 
нефтеотдачи, с другой, прорываясь к скважинам 
и обводняя их, снижает эффективность разработ-
ки месторождения. В связи с этим очень важное 
значение имеет использование математических 
моделей процессов вытеснения нефти из пласта 
водой, как при проектировании систем разра-
ботки, так и в периоде эксплуатации нефтяных 
месторождений. При моделировании процессов 
вытеснения нефти из пласта водой традиционно 
используется система  уравнений, включающая в 
себя дифференциальные уравнения неразрывно-
сти фильтрационных потоков нефти и воды, урав-
нения движения жидкостей, уравнения состояния 
пористой среды и жидкостей [1]. При этом гео-
метрическая конфигурация пласта, а также свой-
ства породы и жидкостей считаются известными. 
Система уравнений дополняется начальными и 

граничными условиями, описывающими началь-
ное состояние пласта и взаимодействие пласта с 
окружающей областью. Обычно граничные усло-
вия задаются относительно давления или расхода 
жидкостей (или их комбинации) на скважинах и 
на внешней границе пласта.

Однако необходимо отметить очень важное об-
стоятельство относительно граничного условия на 
внешней границе пласта. Дело в том, что основ-
ными источниками информации о процессах, про-
исходящих в пласте при разработке, являются экс-
плуатационные и нагнетательные скважины, где 
давления и расходы жидкостей доступны к непо-
средственным измерениям. Однако гидродинамиче-
ские процессы, происходящие на внешней границе 
пласта при разработке не доступны для непосред-
ственного наблюдения. Поэтому точное представ-
ление условия на внешней границе пласта практи-
чески не представляется возможным. 

В связи с этим для практики разработки нефтя-
ных месторождений очень важное значение имеет 
вопрос моделирования процесса вытеснения неф-
ти из пласта водой только на основании информа-
ции, полученной из скважин.

АННОТАЦИЯ

 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ   

ВВЕДЕНИЕ
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сжимаемых  жидкостей в пласте можно предста-
вить в следующем виде
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где ),,( trP   - давление в пласте, ),( rk  - 
абсолютная проницаемость пласта, owo Sk ),(  
- относительная фазовая проницаемость и вяз-
кость нефти, www Sk ),(  - соответствующие обо-
значения для воды, wS  - водонасыщенность, oS  
- нефтенасыщенность, )( 00 PPmm    - по-
ристость пласта,   - коэффициент упругости пла-
ста, o

lQ  - дебит l  - ой скважины по нефти, w
lQ  

- дебит l  - ой скважины по  воде, L  - общее чис-
ло скважин,  ),( llrr   -  функция Дирака, 

),( llr   - координаты l  - ой скважины.
Дебит нагнетательной скважины считается от-

рицательным, а дебит эксплуатационной скважины 
считается положительным. Систему (1) приведем 
к системе двух уравнений относительно водонасы-
щенности wSS   и давления  
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Начальные распределения давления и водо-
насыщенности, а также расход и насыщенность 
воды на центральной скважине считаем заданны-
ми. Тогда для системы (2), (3) будем иметь следу-
ющие условия

),(0  rP t  ,                                  (4)

),(0  rS t   ,                                                                                      (5)
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Очевидно, что для корректности задачи (2)-(7) 
необходимо иметь условия периодичности реше-
ния системы (2)-(7) и условие на внешней грани-
це пласта. Условия периодичности решения мож-
но записать в виде

 
),2,(),0,( trPtrP  ,                                                                    (8)

  20  




 PP

,                                                                          (9)

),2,(),0,( trStrS  .                                                                       (10)

Однако в  связи с тем, что давление и расход 
жидкостей на  внешней границе пласта не доступ-
ны к непосредственным измерениям и не могут 
регулироваться, сформулировать граничное ус-
ловие, соответствующее  взаимодействию пласта 
с окружающей областью не представляется воз-
можным.

Предположим, что на скважине, находящейся в 
центре пласта, наряду с расходом воды одновре-
менно задается и давление  на забое. Тогда взамен 
условия на внешней границе пласта будем иметь 
дополнительное условие  при wrr   

)(tpP wrr w


               
(11)

         
Таким образом, задача о нахождении распре-

деления давления ),,( trP   и водонасыщенности   
),,( trS   в процессе разработки пласта сводится 

к решению системы  (2), (3)  при выполнении ус-
ловий  (4)-(11).

,

,
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Задача  (2)-(11) относится к классу граничных обрат-
ных задач [2,3]. Для численного решения задачи (2)-(11) 
введем равномерную разностную сетку по переменной 
t  на отрезке Tt 0  

tn Nntnt .......2,1,0,                                                          
с шагом  tNTt /   и  в соответствии  с методом 

покомпонентного расщепления [4] задачи (2)-(11) в каж-
дом отрезке  1, nn tt  редуцируем к системе последова-
тельно решаемых одномерных задач 
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Из схемы расщепления следует, что для вычисления     
),,( 1ntrP   и  ),,( 1ntrS    по заданным ),,( ntrP  , 

),,( ntrS   1...,2,1,0  tNn , необходимо:  
1. Найти ),,( 2/1ntrP   - решение одномерной об-

ратной задачи  (12)- (14)  при 2/1 ntt .   

2. По вычисленному ),,( 2/1ntrP   найти 
),,( 1ntrP   - решение задачи (15)-(17) при 1 ntt .

3. По вычисленному ),,( 1ntrP   найти 
),,( 2/1ntrS   - решение задачи (18)-(19) при 

2/1 ntt .
4. Найти ),,( 1ntrS   - решение одномерной задачи  

(20)-(21)  при 1 ntt .
Для численного решения системы одномерных задач 

(12)-(23) используем метод конечных разностей.  С этой  
целью введем неравномерную сетку в области G              
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Полученную систему уравнений запишем в виде 
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Заметим, что  система линейных алгебраиче-
ских уравнений (24)-(26) имеет трехдиагональную 
матрицу, следовательно, если каким-то образом 
будет определено 2/1

,
n

jNr
p , то решение данной си-

стемы  можно найти устойчивым методом прогон-
ки [4]. Поэтому условие (26) используем для опре-

МЕТОД РЕШЕНИЯ   

,
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Определив 2/1
,

n
jNr

p , решение системы (24) - (26) можно 
найти по рекуррентной формуле (27), начиная  с 1 rNi . 
Таким образом, определив решение одномерной обрат-
ной задачи (12)-(14) при 2/1 ntt  можно перейти к 
решению задач (15)-(23). Отметим, что решение задачи 
(15)-(17) конечно разностным методом  приведено в [5]. А 
для численного решения задач (18),(19) и (20),(21) можно 
использовать явную конечно-разностную схему с опреде-
лением фазовых проницаемостей «вверх по потоку».  
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