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Рассматривается течение пленки жид-
кости, увлекаемой турбулентным потоком 
газа. Влиянием гравитации пренебрегаем. 
Скорость жидкости значительно меньше ха-
рактерной скорости газа, поэтому для газо-
вой части задачи поверхность раздела  счи-
тается жесткой и неподвижной. Вследствие 
малости толщины пленки, возмущения ско-
рости газа, вызванные неровностью поверх-
ности раздела, считаются линейными. В этом 
случае отдельно   вычисляются нормальные 
и касательные напряжения газа на поверх-
ности,  представленной лишь одной про-

странственной гармоникой. В дальнейшем, 
моделирование динамики нелинейных волн 
на  пленке жидкости ведется в известном 
поле напряжений на границе раздела фаз. В 
приближении длинноволновости возмуще-
ний границы раздела  при умеренных числах 
Рейнольдса жидкости используется модель-
ная система уравнений, из которой в случае 
малых чисел Рейнольдса жидкости  получа-
ется одно эволюционное уравнение на откло-
нение толщины пленки от невозмущенного 
уровня. Целью работы является исследова-
ние этого модельного  уравнения.

Совместное течение жидкости и газа - 
классическая задача гидродинамики. 
Применительно к проблемам теплофизики и 
химической технологии часто имеет место 
турбулентное течение газа над тонким, покры-
тым волнами слоем жидкости. Решение этой 
проблемы в полной  сопряженной постановке 
связано со значительными вычислительными 
трудностями, поэтому зачастую  разделяют 
два этапа моделирования: определение  напря-
жений газа на поверхности пленки и последу-
ющий расчет эволюции волн в жидкости. Так 
как скорость жидкости значительно меньше 
характерной скорости газа, при рассмотрении 
газовой части задачи, поверхность раздела 
можно считать жесткой и неподвижной. Кроме 
того, вследствие малости толщины пленки, 
возмущения скорости газа, вызванные неров-
ностью поверхности раздела, можно полагать 
линейными. В этом случае, представление воз-
мущения межфазной границы  в виде суммы 

ряда Фурье позволяет свести задачу вычисле-
ния нормальных и касательных напряжений 
газа на поверхности к  рассмотрению лишь 
одной пространственной гармоники (см, на-
пример [1]) .

 В данной работе рассматривается второй 
этап исследования совместного течения - мо-
делирование динамики нелинейных волн на 
горизонтальной пленке жидкости в извест-
ном поле напряжений на границе раздела 
фаз. Действием силы тяжести пренебрегаем. 
Течение газа является турбулентным и про-
исходит в достаточно широком канале, поэ-
тому продольным перепадом давления будем 
пренебрегать. Постановка задачи для жид-
кости включает уравнения Навье - Стокса и 
неразрывности с соответствующими кине-
матическими и динамическими граничными 
условиями. Одной из проблем данной зада-
чи является то, что, вследствие подвижности 
границы ее положение заранее неизвестно. 

АННОТАЦИЯ

ВВЕДЕНИЕ
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Если функция ),( txhy = , определяющая по-
ложение точек границы области является од-
нозначной, то существует непрерывно диффе-
ренцируемое преобразование координат, пере-
водящее область течения жидкости в полосу 
постоянной толщины:

tttxhyxx === ),,(/, η    (1)
Здесь ),( txh  – мгновенная толщина пленки.
Для случая пленки, стекающей по вертикаль-

ной плоскости в поле тяжести, преобразова-
ние (1) было выполнено в работе [2]. При этом 
уравнения движения жидкости были записаны 
в тензорной, инвариантной относительно си-
стем координат, форме. Задача рассматривалась 
в приближении длинноволновых возмущений. В 
отсутствии силы тяжести в этом приближении в 
безразмерной постановке она принимает вид [3]:  
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Здесь ),,( tx ηΨ  – функция, аналогичная  ги-
дродинамической функции тока 
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которая обеспечивает тождественное  вы-
полнение   уравнения неразрывности в коор-
динатах (1); vu, – контрвариантные компонен-
ты скорости; Re, We, Fr – числа Рейнольдса, 
Вебера и Фруда, соответственно, ε – параметр 
длинноволновости.

На гиперповерхности 0=η  справедливы 
условия   прилипания: 

0),0,(,0),0,( =
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η
ψ      (3)

На гиперповерхности 1=η  выполняются 
условие непротекания и  динамические гра-
ничные условия, соответственно:
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Характерные масштабы  выбирались 
так, чтобы для безволнового течения 1=h и 

1)1( =Ψ .
В задаче (2) – (5) 0T – невозмущенная со-

ставляющая касательных напряжений газа 
на поверхности пленки, )(kT , )(kP – Фурье-
компоненты касательных напряжений и пуль-
саций давления газа, обусловленные криволи-
нейностью границы раздела, ),(ˆ tkh  – Фурье-
разложение формы поверхности:

dxetxhtkh ikx),(
2
1),(ˆ  

В случае малых чисел Рейнольдса, вслед-
ствие малости толщины пленки по сравнению 
с длиной волны,  функция тока Ψ  представля-
ется в виде ряда по малому параметру ε:

+Ψ+Ψ=Ψ 10 ε     (6)

Ограничиваясь в (6) двумя первыми члена-
ми, после подстановки полученных для них 
выражений в  граничное условие  (4),  полу-
чается  эволюционное уравнение для толщины 
пленки [3]:       
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Если ограничиться исследованием возму-
щений малой, но конечной амплитуды, и вве-
сти в рассмотрение медленное и быстрое вре-
мена, то с помощью преобразования:

tttthh εε ==+= 101 ,,1

из уравнения (7) получаем:
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ

Используя  приближение длинноволновости 
возмущений границы раздела, при умеренных 
числах Рейнольдса жидкости, удается полу-
чить модельную систему уравнений, описы-
вающую эволюцию, в которой проблема сво-
бодной границы  в определенном смысле ре-

шена [2]. В случае малых чисел Рейнольдса 
жидкости из этой системы получается одно 
эволюционное уравнение на отклонение 
толщины пленки от невозмущенного уров-
ня. Целью работы является исследование 
этого модельного  уравнения.
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 Из уравнения (8)  следует, что в первом 
приближении (на быстрых временах) малые 
возмущения распространяются с удвоенной 
характерной скоростью. Для такого сдвигово-
го течения (течение Куэтта) это есть скорость 
на поверхности. Таким образом, в этом при-
ближении возмущения двигаются со скоро-
стью течения невозмущенной плоской поверх-
ности. Причем на этих временах движение 
происходит без изменения начальной формы 
возмущений. 

Уравнение (9) описывает нелинейную эво-
люцию возмущений на больших временах. 

С помощью замены: 
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оно перепишется в виде 
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Здесь bB 2/1= .
Если рассмотреть случай бесконечно ма-

лых возмущений, то, пренебрегая нелинейным 
членом в (10) и представляя его решения в 
виде:

))(exp( cxikH                          (11)
придем к следующему дисперсионному со-

отношению:
)(3 kBkTikc              (12)

Возмущения вида (11) будут неустойчивы, 
если мнимая часть фазовой скорости c будет 
больше нуля. Из (12) видно, что это может 
быть обеспечено только возмущениями трения 
на границе раздела пленка – газ (интегральное 
слагаемое в (10)). 

Пусть nk  – нейтральное волновое чис-
ло, если таких чисел несколько, то пусть 
это будет наибольшее из волновых чисел. 
Выберем малый параметр ε так, чтобы 

1=nk . Используя то, что для нейтрального 
возмущения мнимая часть фазовой скоро-
сти 0=ic , из соотношения (12) получаем 
условие на B:

1)1( −= iTB     

Для нахождения периодических по x реше-
ний уравнения (10) функция Н представляется 
в виде пространственного ряда Фурье:

)exp()(),( iknxHxH
n

n∑= ττ              (13)

Так как Н ¾ вещественная функция, то 
nn HH =− . Черта означает операцию комплекс-

ного сопряжения.
  После подстановки (13) в уравнение (10) 

получим бесконечную систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений на Фурье-
гармоники )(τnH . Полагая, что все )(τnH  с 
индексами | |n N≥  равны нулю, приходим к ее 
конечномерному аналогу. 

При исследовании эволюции периодиче-
ских возмущений в качестве условия норми-
ровки будем полагать, что среднее отклонение 
толщины от невозмущенного уровня равно 
нулю.

Уравнение (10) является интересным при-
мером модельных уравнений, возникающих 
при исследовании эволюции возмущений в 
активно-диссипативных средах. За неустойчи-
вость отвечает член, содержащий интеграл, а 

диссипацию обеспечивает четвертая  произ-
водная. Будем использовать данные по пуль-
сациям трения,  полученные  в работе [1].  
Там представлены значения вещественной 
и мнимой частей амплитуды пульсаций тре-
ния на волнистой твердой стенке в зависимо-
сти от безразмерного волнового числа стенки р

*/kvkkg .   Где δ - толщина ламинарно-
го пограничного слоя в газе, ν - коэффициент 
кинематической вязкости газа, *ν  - динамиче-
ская скорость в газе. При расчетах использова-
лась модель Бенджамина (см. [1]). 

В этом случае область неустойчивых вол-
новых чисел k лежит в интервале 10 ÷ . В этом 
смысле ситуация аналогична той, которая име-
ет место для широко известного уравнения 
Курамото-Сивашинского (К-С). У уравнение 
К-С есть счетное множество стационарно-бе-
гущих  решений. Известно, что эволюционное 
поведение периодических решений этого урав-
нения существенно зависит от того, сколько 
имеется стационарно-бегущих решений с дан-
ным волновым числом (см., например [4]). Так 
как интервалы неустойчивых волновых чисел 
у уравнений К-С и (10) одинаковы ( 10 ÷∈k ), то 

РЕЗУЛЬТАТЫ
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можно ожидать, что и у уравнения (10) струк-
тура стационарно-бегущих решений тоже не 
тривиальна. Понимание этого позволяет разо-
браться в поведении некоторых типичных сце-
нариев эволюции решений уравнения (10).

Наиболее проста и понятна эволюция воз-
мущений в той области  волновых чисел, где 
существует только одно стационарно–бегущее 
семейство решений. В этом случае все началь-
ные возмущения эволюционируют к соответ-
ствующему стационарно–бегущему решению. 
Пример такого развития возмущений показан 
на рис. 1. Здесь волновое число 8,0=k .  На 
рис. 1 представлена зависимость модулей пер-
вых трех гармоник от времени. 

Как видно из рис. 1, модули всех трех гар-
моник быстро выходят на стационарные зна-
чения, причем первая гармоника является пре-
обладающей.

Поэтому установившийся стационарно–бе-
гущий режим представляет собой практически 
чистую синусоиду. Такое поведение гармоник 
обусловлено тем, что только первая из них лежит 
в области неустойчивости. Уже вторая гармоника 
расположена достаточно далеко от границы этой 
области, поэтому у нее и более высоких гармо-
ник линейное затухание велико. Нелинейные эф-
фекты, обусловленные квадратичной нелинейно-
стью (второе слагаемое в уравнении (10)), приво-
дят к тому, что в результате между гармониками 
устанавливается такой баланс, что модуль пер-
вой гармоники существенно больше, чем у всех 
остальных гармоник.

На рис. 2, 3 показан пример развития воз-
мущения с волновым  числом 5,0=k . Здесь ре-
шение также притягивается к стационарно–бе-
гущей волне, но, в отличие от первого приме-
ра, и вторая и третья гармоники соизмеримы 
с первой. В этом случае  вторая гармоника ле-
жит на границе неустойчивости, и нелинейные 
эффекты, при выходе на стационар, обеспечи-
вает ее модулю достаточно большую величи-
ну. В свою очередь это приводит к тому, что и 
более высокие гармоники,  хотя их волновые 
числа лежат по-прежнему в области линей-
ной устойчивости, так же достигают больших 
установившихся значений. Поэтому, как видно 
из рис. 3, установившаяся волна существенно 
несинусоидальна. Здесь для трех различных 
моментов времени показаны профили волн. 
По оси абсцисс отложены две длины волны ¾ 

)/2(2 kπλλ = .

Результаты, представленные на рис. 1-3 по-
лучены при значении параметра 222,0=B . В 
этом случае для нейтрального волнового чис-
ла   025,0=gk (см. [3]). 

Рис.1  Зависимость модулей первых 
трех  гармоник от времени.

Рис.2  Зависимость модулей первых 
трех  гармоник от времени.

Рис.3  Профили волн для трех различ-
ных моментов  времени.
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При дальнейшем продвижении  вглубь об-
ласти неустойчивости, когда волновые чис-
ла 5,0<k , проявляется сильный разброс в 
эволюционном поведении нестационарных 
решений. Небольшое изменение начальных 
данных приводит к существенному изме-
нению в их дальнейшем развитии. Это обу-
словлено тем, что с уменьшением волнового 
числа, растет как число неустойчивых (в ли-
нейном смысле) гармоник, так и число ста-
ционарно-бегущих решений, к которым мо-
жет проэволюционировать рассматриваемое 
нестационарное решение. 

 

Вышесказанное иллюстрируют два приме-
ра развития начальных возмущений с волно-
вым  числом .2,0=k  Здесь B=0,13, .001,0=gk  
В них в начальный момент задавались одина-
ковыми первая гармоника: H1r=0,05, 01 =iH  и 
модули второй гармоники. Отличие заключа-
лось в их фазовом сдвиге. Для решения, пред-

ставленного  на рис. 4, 5,  в начальный мо-
мент H1r=0,01, 02 =iH , а на рис. 6, 7 – ,02 =rH  H2i=0,01. В обоих случаях решение проэволю-
ционировало к некоторому стационарно–бегу-
щему решению. Но, это два разных решения, 
существенно различающиеся между собой. В 
первом случае (рис. 4, 5) на больших временах 
доминирует 2-я гармоника, поэтому на рис. 5 
на этих временах на длине волны наблюдается 
два основных экстремума (см. кривые 2, 3). 

Во втором примере (рис. 6, 7) решение 
быстрее притягивается к стационарно–бе-
гущему решению (за время τ~60). При этом  
преобладающей становиться третья гармо-
ника, и на длине волны наблюдается три ос-
новных экстремума (см. рис. 7). На рис. 5, 
7 по оси x представлена одна длина волны 
начального возмущения.

Рис.4  Зависимость модулей первых 
трех  гармоник от времени.

Рис.5  Профили волн для трех различ-
ных моментов  времени.

 Рис.6  Зависимость модулей первых 
трех  гармоник от времени.

Рис.7  Профили волн для трех различ-
ных моментов  времени.
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• В случае малых чисел Рейнольдса мо-
делирование динамики длинноволновых воз-
мущений на поверхности тонкого слоя вязкой 
жидкости, находящегося в условиях невесо-
мости и увлекаемого газовым потоком, сво-
дится к исследованию одного эволюционно-
го уравнения на отклонение толщины пленки 
от невозмущенного уровня.  Это уравнение 
в некотором смысле аналогично уравнению 

Курамото - Сивашинского (Непомнящего), но, 
в отличие от последнего, содержит член  с ин-
тегральной накачкой. 

• Проведено исследование периодиче-
ских решений данного уравнения. Найдено 
несколько типичных сценариев эволюции 
таких решений. В частности, показано, что 
в ряде случаев они притягиваются к стацио-
нарно – бегушим решениям.  
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