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В работе исследуется механизм роста 
кавитационного пузырька в высоковязкой 
метастабильной жидкости (пересыщенном 
магматическом расплаве). Показана огра-
ниченность наиболее часто используемой 
в литературе модели роста пузырька, ос-
нованной на условии квазистационарно-
сти диффузии. При условии динамического 

равновесия на границе пузырька найдено 
аналитическое решение, описывающее эво-
люцию его роста. Данное предположение 
применимо в широком диапазоне величин 
начальной декомпрессии. Проведено срав-
нение результатов расчета с имеющимися 
экспериментальными данными, получено их 
хорошее соответствие.

Уже несколько десятилетий особое вни-
мание исследователей привлекает пробле-
ма вулканических извержений. Это, прежде 
всего, связано с необходимостью прогноза и 
определения степени потенциальной опас-
ности конкретных вулканов. Особый инте-
рес представляют вулканы, тип извержения 
которых носит наиболее разрушительный, 
взрывной (или, как говорят, эксплозивный) 
характер. Извержение таких вулканов хоть и 
достаточно редко, но сильно непредсказуемо 
и наиболее катастрофично.

Очевидно, что даже непрерывное наблюде-
ние за активным вулканом не может, в силу от-
сутствия прямых методов наблюдения за про-
цессами, происходящими в земной коре, дать 
достаточно полной информации о том, что 
происходит в канале вулкана при извержении. 
Можно лишь с уверенностью констатировать 
только факты фазовых переходов (по конечным 
образцам затвердевшей магмы) и разрушения 
изначально сплошного магматического потока 
(по структуре выброса). Кроме того, начало 
самого извержения современными методами 
может быть предсказано только по косвенным 
признакам. Поэтому, последовательное и как 
можно более строгое построение моделей те-

чения магмы в канале вулкана и исследование 
динамики различных режимов вулканических 
извержений методами механики многофазных 
сред с целью понимания механизмов, опреде-
ляющих тип и характер извержения, а также 
интерпретации данных полевых наблюдений, 
представляется особенно актуальным.

В теоретических и экспериментальных по-
становках по моделированию взрывного вул-
канического извержения прежде всего следует 
обратить внимание на следующие проблемы 
[1]: особенность формирования (на начальной 
стадии извержения) трехфазного состояния 
магмы при ее декомпрессии в волне разгруз-
ки; эволюцию структуры трехфазного потока 
при подъеме магмы по каналу вулкана; ди-
намику разрушения вспененной и частично 
закристаллизованной магмы (процесса фраг-
ментации магмы и ее перехода в газовзвесь); 
роль фаз и динамически возрастающей на не-
сколько порядков вязкости магмы (в процессе 
ее дегазации и охлаждения) на структуру по-
тока и общую динамику процесса извержения 
в целом. Все эти задачи чрезвычайно сложны 
для теоретического и экспериментального ис-
следования, и каждая из них представляет со-
бой отдельную научную проблему.

АННОТАЦИЯ

ВВЕДЕНИЕ
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На данный момент времени существует мно-
жество работ, посвященных моделированию из-
вержения вулкана как в общей постановке, так 
и сопровождающих его отдельных процессов в 
частности. Большое число работ посвящено ис-
следованию кинетики нуклеации и роста кави-

тационных газовых пузырьков, образующихся в 
магматическом расплаве в результате его деком-
прессии [2-9]. Однако, несмотря на значитель-
ные усилия, предпринимаемые в исследовании 
данного явления, до сих пор остается множе-
ство вопросов, требующих своего решения.

Прежде чем перейти к постановке зада-
чи, отметим некоторые уникальные свойства 
магматического расплава. Это, прежде всего, 
наличие в магме большого количества рас-
творенных летучих компонентов (преимуще-
ственно воды, концентрация которой может 
достигать 7  % по массе, в зависимости от 
глубины залегания очага вулкана), а также вы-
сокую вязкость магмы, которая варьируется в 
диапазоне от 102 до 1012 Па ⋅ с, в зависимости 
от растворенного в ней газа и содержащихся 
кристаллитов. Вязкость магмы с достаточно 
хорошей точностью описывается зависимо-
стью аррениусовского типа [7]

)},)/(({exp=),( * TkCECT Bμμμ
при этом энергия активации μE  являет-

ся функцией концентрации растворенного 
газа и имеет вид: )(1=)( * CkECE , , где 
C  — массовая концентрация растворенного 
газа; *

μE  — энергия активации для «сухого» 
расплава. Здесь *μ ; μk  — эмпирические ко-
эффициенты; Bk  — постоянная Больцмана;
T  — температура. Зависимость равновесной 
концентрации растворенного в магме газа eqC  
от давления p  определяется законом Генри [7]:

,=)( pKpC H
eq    (1)

где HK  — постоянная Генри. Для воды 
1/2=α . В таком виде закон Генри справедлив 

для давлений 200<p  МПа.
Рассмотрим объем газонасыщенного маг-

матического расплава, который в начальный 
момент времени подвергается быстрой де-
компрессии (давление падает со значения ip  
до значения fp ; fii ppp −Δ = ). Согласно 
закону Генри, при падении давления газ, рас-
творенный в жидкости, оказывается в пере-
сыщенном состоянии, в результате чего в объ-
еме начинают спонтанно зарождаться и расти 
газовые пузырьки. Рост пузырьков опишем в 
рамках «ячеистой» модели, согласно которой 
каждому пузырьку присваивается некая сфе-
рическая область расплава, на границе кото-
рой выполняются условия симметрии. Ячейки 

при этом полностью заполняют весь объем. 
Процесс будем считать изотермическим.

Динамику роста пузырька опишем моди-
фицированным уравнением Рэлея–Плессета, 
которое учитывает возникающий в процессе 
роста пузырька градиент вязкости расплава в 
радиальном направлении (из-за формирующе-
гося вокруг пузырька градиента концентрации 
растворенного газа):

,ˆ42=)(3/2)( 2

R
R

R
ppRRR Sgl


 μσρ −−−+  (2)

где R  — радиус пузырька; gp  — давление 
газа в пузырьке; Sp  — давление на границе 
ячейки; lρ  — плотность расплава; σ  — по-
верхностное натяжение; μ̂  — «эффективная» 
вязкость расплава, которая иммет вид:

),()/(3=ˆ 3

3
43 S

S
RdrrrR

S

R
 

где S  — радиус ячейки. Нетрудно показать, 
что в случае однородной вязкости расплава 
«эффективная» вязкость равна просто вязко-
сти, а уравнение (2) становится классическим 
уравнением Рэлея–Плессета. Отметим, что 
ввиду большой вязкости магматических рас-
плавов (даже при больших начальных концен-
трациях растворенных газов) инерционными 
членами в уравнении (2) в расчетах заведомо 
можно пренебречь.

Рост пузырька в общем случае происходит 
по следующему сценарию. В начальный мо-
мент времени давление газа в пузырьке gp  
равняется начальному давлению в расплаве 
до его декомпрессии ip . Это связано с тем, 
что концентрация растворенного в расплаве 
газа сразу же после декомпрессии остается 
равной равновесной концентрации при на-
чальном давлении. А следовательно, в соот-
ветствии с законом Генри, начальное давление 
газа в пузырьке равно начальному давлению в 
расплаве. По мере роста пузырька давление в 
нем постепенно падает, вследствие чего на его 
границе нарушается условие равновесия, что 
приводит к десорбции газа. В свою очередь, 

МОДЕЛЬ ПРОЦЕССА
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понижение концентрации газа в расплаве при-
водит к диффузионным процессам, ведущим к 
увеличению массы газа в пузырьке.

На начальной стадии роста, когда давле-
ние в пузырьке меняется незначительно, диф-
фузионный поток газа пренебрежимо мал (но 
достаточен, чтобы поддерживать постоянное 
давление в пузырьке). В этом случае интегри-
руя (2), получим

,
4

exp)(=)( **
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ Δ
−+ t

p
RRRtR

i

i
i μ

  (3)

где *R  — критический радиус; iR  — на-
чальный (надкритический) радиус пузырька, 
в выборе которого, вообще говоря, есть некий 
произвол; ),(= ii CTμμ  — вязкость расплава 
при начальной концентрации растворенного 
газа. Для описания более поздней стадии тре-
буется решить следующую краевую задачу.

Концентрация растворенного в расплаве 
газа ),( trC  вокруг пузырька в процессе его 
роста описывается уравнением диффузии, от-
ражающим сферическую симметрию задачи:

,1=)( 2
2 r

CDr
rrr

Crv
t
C

l   (4)

где D  — коэффициент диффузии газа в 
расплаве; 22/=)( rRRrvl

  — скорость расплава 
на расстоянии r  от центра пузырька, которая 
находится из уравнения неразрывности.

В начальный момент времени

0,=при= tCC i    (5)
где )(= i

eq
i pCC  — начальная концентра-

ция растворенного в расплаве газа, равная 
равновесной концентрации при начальном 
давлении.

На границе пузырька выполняется условие 
локального термодинамического равновесия 
(что обусловлено малой скоростью его роста):

.=при)(= RrpCC g
eq    (6)

В качестве второго граничного условия за-
пишем закон сохранения массы газа в ячейке 
(аналогичным условием является отсутствие 
диффузионного потока на границе ячейки):

.
3
4=)(4

3
4 323

il

S

Rlg CSdrrrCR  (7)

Если рассматривать рост одиночного пу-
зырька, вторым граничным условием являет-
ся условие на бесконечности, заключающееся 
в равенстве концентрации растворенного газа 
исходной на большом расстоянии от пузырька:

.при rCC i    (8)
В случае, когда размер пузырька достаточно 

мал по сравнению с размером ячейки, гранич-
ное условие (6) с хорошей точностью может 
быть заменено условием на бесконечности (8).

Систему (4) – (6) следует дополнить урав-
нением состояния газа в пузырьке (газ считаем 
идеальным)

,)/(=/3)(4 3 TkMmpR Bggg  

где gm  — масса газа в пузырьке; gM  — 
молекулярная масса газа.

Найдя распределение концентрации газа в 
расплаве, получим скорость изменения массы 
газа в пузырьке:

.4=
=

2

Rr
l

g

r
CDR

dt
dm

   (9)

В общем случае приведенную краевую за-
дачу можно решить только численно. Однако 
в подавляющем числе работ решение задачи 
существенно упрощают, предполагая, что в 
процессе быстро устанавливается квазиста-
ционарное состояние, при котором концентра-
ция так медленно меняется со временем, что 
можно принять 0/ ≈∂∂ tC , а также пренебречь 
конвективным членом в уравнении (4). В та-
ком подходе полагается, что диффузионные 
процессы происходят гораздо быстрее конвек-
тивных. Для анализа их относительной ско-
рости вводят число Пекле: 1/=Pe =uD , где 

DRD /= 2τ  и pu Δ/= μτ  — характерные време-
на диффузионных и конвективных процессов 
соответственно. Квазистационарному состоя-
нию соответствуют значения 1Pe= . В данном 
случае

)./)()/((
))/((1=)( 1

rRCCSRCC
SRrC

RSRS

При 1/ =SR
./)(=)( rRCCCrC Rii −−

Для скорости изменения массы газа полу-
чим:

.)())/((14= 1 RCCSRD
dt
dm

RSl
g  

На поздней стадии процесса, когда между 
пузырьком и окружающей его средой устанав-
ливается динамическое равновесие (в прене-
брежении лапласовским давлением fg pp ≈ ; 

)()( f
eq

g
eq pCpC ),  квазистационарное ре-

шение имеет вид:

×

×
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.2=,)(=)(

;/)(=)(

0
2
0 DDttDRtR

rRCCCrC

feffef

fii

 

(10)

где fefD   — коэффициент «эффективной 
диффузии»; ))(/(= figfl CC   — сте-
пень начального пересыщения расплава.; 

)(= f
eq

f pCC  — равновесная концентрация 
газа при конечном давлении; )/(= TkpM Bfggf   
— плотность газа в пузырьке при конечном дав-
лении; 0R  — радиус пузырька в момент уста-
новления квазистационарного состояния 0t . 
Механизм роста пузырька, подчиняющийся за-
кону (10), называют диффузионным. 

Однако, полученное квазистационарное реше-
ние, как будет показано ниже, справедливо лишь 
при малых начальных пересыщениях расплава. 
В связи с этим попробуем решить данную задачу 
другим способом. Для простоты рассмотрим рост 
одиночного пузырька (или пузырька, размер кото-
рого на рассматриваемых временах много меньше 
размера ячейки). Кроме того, используем условие 
динамического равновесия на межфазной поверх-
ности. Это предполагает малую длительность на-
чальной экспоненциальной стадии роста по срав-
нению с диффузионной, что справедливо в широ-
ком диапазоне начальных пересыщений.

Перейдем к координатам Rry /=  и t  (тем 
самым, сведя краевую задачу к задаче с не-
подвижными границами) и введем безраз-
мерные переменные ))/((= fif CCCCC −− ; 

*/= RRR ; *2/= RDtt .  Тогда краевая задача 
(4)–(9) запишется в виде:

;11=1 2
222 ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−+

∂
∂

y
Cy

yyRy
Cy

yR
R

t
C 

0;=при1= tC  

1;=при0= yC  

;при1= yC  

,=
1=yy

CRR ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
∂
∂ε

Найдем квазистационарное решение урав-
нения диффузии с учетом граничных условий:

.
/1//2exp

/1//2exp
=)(

22

1

22

1

dRR

dRR
yC

y

    (11)

Используя данный профиль концентрации, 
получим неявное уравнение на R :

.=/3/21//2exp 22

1

dRRRR

Видно, что если параметр RR   достигает 
определенного значения ( /2= fefDRR ),  кото-
рое является решением последнего уравнения, 
и концентрация вокруг пузырька удовлетворя-
ет уравнению (11), то решение краевой задачи 
становится автомодельным:

;
/)1/(2/4exp

/)1/(2/4exp
=)(

22

1

22

1

dD

dD
yC

fef

fef

y

.=)( 0
2
0 ttDRtR fef   

Коэффициент fefD   при этом находится из 
следующего неявного уравнения
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/2

22

1

dD

D

fef

fef

Следует отметить, что полученное решение 
является точным, и при его выводе не привле-
кается анализ числа Пекле. Подобное решение 
было получено в [10] с привлечением идей по-
добия.

В общем случае коэффициент fefD   и рас-
пределение концентрации газа в расплаве мо-
гут быть найдены только численно. Однако, в 
случае малых и больших начальных пересы-
щений могут быть найдены наглядные асим-
птотические приближения.

При малых пересыщениях ( 1<ε )

.2
;1)( 1

fefD
yyC

                                           (12)

В данном случае полученное решение (12) 
в точности совпадает с квазистационарным 
решением (10).

При больших пересыщениях ( 1>ε )

.)(12/

1)};(){(3/4e)(
2

1/2

fef

fef

D

yDrfyC
             (13)

На рис. 1 приведена зависимость коэф-
фицента эффективной диффузии от началь-
ного пересыщения расплава )(fefD , 

 расчи-
танная численно, а также по формулам (12), 
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(13). Все свойства магматического расплава, 
используемые в расчетах, взяты из работы 
[7]. Видно, что зависимость )(fefD ,  по-
степенно меняет свой характер с линейной 
на квадратичную, при этом линейной, как 
и предполагалось, она остается только при 
очень малых пересыщениях.

Данный факт иллюстрирует также рис. 2, 
на котором приведена зависимость радиуса 
пузырька от времени, построенная по найден-
ным решениям, а также в рамках квазистаци-
онарного приближения. Величина начальной 
декомпрессии расплава в расчетах 120=ipΔ  
МПа, что заведомо предполагает большое на-
чальное пересыщение расплава.

Сравнение результатов расчетов по предло-
женной модели с экспериментальными данны-
ми [9] приведено на рис. 3.

Из рисунка видно, что даже при не очень 
больших пересыщениях расплава (в данных 
экспериментах =ipΔ 30 МПа) результаты чис-
ленного моделирования, а также полученное 
автомодельное решение, гораздо лучше опи-
сывают экспериментальные данные, чем ква-
зистационарное решение (10). В работе [9] 
такое расхождение интерпретировалось как 
следствие заниженного коэффициента диффу-

зии. Однако, причиной этому, по всей видимо-
сти, является неприменимость зависимости 
(10). Из всего вышесказанного можно заклю-
чить, что применение квазистационарного 
решения (10) во всем диапазоне начальных 
пересыщений неправомерно. Мало того, в ре-
альных вулканических извержениях, где пере-
сыщения, как правило, велики, для описания 
закона роста газовых пузырьков в магматиче-
ском расплаве вместо решения (10) следует 
использовать решение (13).

Рис.1  Зависимость коэффициента эф-
фективной диффузии fefD  от 
начального пересыщения ε . 
Сплошная линия — численное 
решение; штриховая линия — 
приближенное решение при 
малых пересыщениях; пун-
ктирная линия — приближен-
ное решение при больших пе-
ресыщениях.

Рис.2  Зависимость радиуса пузырька 
от времени, 120=Δ ip  МПа. 
Сплошная линия — численное 
решение; штриховая линия — 
квазистационарное решение, 
пунктирная линия — автомо-
дельное решение.

Рис.3  Зависимость радиуса пузырька 
от времени. Сплошная линия — 
численное решение; пунктирная 
линия — квастационарное реше-
ние; точки — эксперимент [9].
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Детально исследована динамика роста ка-
витационных пузырьков в пересыщенном в 
результате быстрой декомпрессии магмати-
ческом расплаве. Показано, что в широком 
диапазоне начальных пересыщений крайне 
необходим учет нестационарности процесса. 
Полученное ранее другими авторами с привле-
чением идеи квазистационарности процесса 
и анализа числа Пекле решение справедливо 
лишь при малых начальных пересыщениях, в 
то время как в реальных вулканических извер-
жениях пересыщения, как правило, велики. В 
настоящей работе найдено аналитическое ре-
шение с учетом нестационарности процесса, 
которое работает в широком диапазоне пере-
сыщений и при малых пересыщениях асим-
птотически стремится к упомянутому выше 
квазистационарному. При нахождении данно-
го решения, однако, использовалось условие 
динамического равновесия на межфазной по-

верхности, что предполагает малую длитель-
ность начальной экспоненциальной стадии 
роста, обусловленной вязкими эффектами, по 
сравнению с диффузионной, что, как показали 
численные расчеты, справедливо в широком 
диапазоне начальных пересыщений. Анализ 
начальной стадии роста был проведен с учетом 
возникающего вокруг пузырька диффузионно-
го погранслоя, который ведет к появлению су-
щественного градиента вязкости в радиальном 
направлении, что, в свою очередь, требовало 
модернизации уравнения Рэлея, описывающе-
го динамику роста пузырька. В общем случае 
найдено численное решение задачи. Показано, 
при каких режимных параметрах процесса и 
на каких характерных временах найденное 
аналитическое решение хорошо согласуется с 
численным. Сравнение полученных результа-
тов с имеющимися экспериментальными дан-
ными показало их хорошее соответствие.
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