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В экспериментах по эволюции импульсов 
давления в газожидкостной смеси в верти-
кальной ударной трубе обнаружены два типа 
предвестников, распространяющихся со ско-
ростью звука в чистой жидкости, в то время 
как основной импульс давления распростра-
няется с низкой равновесной скоростью звука 
и эволюционирует в соответствии с уравне-
нием Бюргерса-Кортевега-де-Вриза. Первый - 
высокочастотный предвестник является пред-
вестником Зоммерфельда, ввиду совпадения 
дисперсионного уравнения пузырьковой сме-
си и диэлектриков в модели Лоренца и осцил-

лирует на частоте, близкой к «плазменной». 
Второй – резонансный предвестник, обнару-
жен авторами впервые. Частота пульсаций 
второго предвестника близка к резонансной 
частоте пузырьков и на порядок ниже часто-
ты пульсаций предвестника Зоммерфельда. 
Резонансный предвестник имеет существен-
но большую амплитуду пульсаций, мень-
шее затухание и в рамках гомогенной моде-
ли газожидкостной смеси не описывается. 
Обнаруженному резонансному предвестнику 
дано объяснение в рамках простой гетероген-
ной модели пузырьковой жидкости.

При распространении волн в средах с не-
линейной дисперсией от основной волны мо-
гут отделяться и уходить впереди основной 
волны предвестники, распространяющиеся с 
большей скоростью. Предвестники волн пред-
ставляют интерес как для экспериментально-
го [1], так и для теоретического изучения [2]. 
Предвестники, порожденные импульсом элек-
тромагнитной волны в среде Лоренца (диэлек-
трике, состоящим из набора N электронных 
осцилляторов) описываются резонансным дис-
персионным уравнением: 
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где c  – предельная скорость, iw  − резонанс-
ные частоты осцилляторов, piw  − плазменные 
частоты, iv  − коэффициенты затухания сво-
бодных колебаний осцилляторов. Первые экс-
перименты были проведены Зоммерфельдом и 
Бриллюэном в начале 20-го века. В отсутствии 
диссипации дисперсионная кривая (1) имеет 
N+1 отдельных ветвей, разделённых окнами 

непрозрачности, которые при наличии дисси-
пации могут перекрываться. 

Газожидкостная смесь с пузырьковой струк-
турой состоит из осцилляторов − пузырьков 
газа, поэтому ее дисперсионное уравнение, 
впервые приведённое Карстенсеном и Фолди 
и подтвержденное экспериментально Фоксом, 
Керли и Ларсеном, в однорезонансном случае 
совпадает с (1), где fcc =  − скорость звука в 
чистой жидкости. А “плазменные” частоты - 
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смеси: низкочастотную скорость звука Мэллока 
000

2
0 /pc , полное газосодержащие ∑= iϕϕ0 , 
относительные объёмные газосодержание 

0/ϕϕα ii = , частоты собственных колебаний га-
зовых пузырьков - ili Rpw /3 0

2 . Здесь iR  ради-
ус пузырьков в безграничной жидкости а γ  -по-
казатель адиабаты. Коэффициенты затухания 

2
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2 /2 cwv ii
 определены через эффективный 

коэффициент диссипации μ , учитывающий вяз-
кость жидкости, потери колебаний пузырьков 
на акустическое излучение и тепловые потери.

В газожидкостных смесях импульсы давле-
ния не заполнены несущей частотой и функция 
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Грина в приближении )(2//~ 1
2
1 ivwcwcwk p  для 

предвестника Зоммерфельда, имеет вид [3, 12]:
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где cxtt /* −= , 1J  − функция Бесселя. В от-
личие от решения Зоммерфельда (2) содер-
жит дополнительно дельта функцию, дающую 
упругий предвестник. Решение хорошо пере-
даёт огибающую предвестника Зоммерфельда, 
но не его частоту, что отмечено в [2].

Пузырьковая жидкость – существенно нели-
нейная среда. Нелинейное волновое уравнение 
с резонансной дисперсией (1) имеет порядок 

22 +N . В приближениях гомогенной модели 
уравнение для безразмерного возмущения дав-
ления имеет вид [4]: 
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В однорезонансном случае (3) переходит в 
двухволновое нелинейное волновое уравнение 
(ДНВ):
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Заменой xct ∂∂−=∂∂ // 1  (4) приводится к урав-
нению Бюргерса-Кортевега-де-Вриза (БКВ) 
для скорости 2/)1(1pcu :

01 xxxxxxxt uuuuucu    (5)
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БКВ (5) для газожидкостных смесей экспери-
ментально подтверждено на ударных трубах 
[5]. В зависимости от амплитуды и длитель-
ности входной импульс давления распадается 
на линейный волновой пакет, либо на после-
довательность солитонов, которые вследствие 
диссипации расплываются и сливаются в треу-
гольную волну Бюргерса.

Численные решения уравнений ДНВ и 
БКВ [5] отличаются только для входных сиг-
налов с крутым передним фронтом. В этом 
случае из сигнала выделяется предвестник 
Зоммерфельда, распространяющийся со ско-
ростью звука в чистой жидкости, а основной 
сигнал эволюционирует согласно уравнению 
БКВ. Это подтверждается и прямым числен-
ным расчетом полной системы гидродинами-
ческих уравнений [6]. Динамика предвестни-
ка Зоммерфельда с высокой точностью опи-
сывается уравнением Кляйна-Гордона (КГ), 
следующим из ДНВ на высокочастотной вет-
ви при замене 22222 // tct f ∂∂=∂∂ , которое ввиду 
малости множителя 22 / fc cc  оказывается ли-
нейным:
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Функция Грина для уравнения (6) [7]:
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где 2222
* / fcxtt −= , 4/2
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* vww r −=  даёт фик-
сированную частоту колебаний хвоста пред-
вестника Зоммерфельда ввиду более точной, 
чем в [2, 3] аппроксимации уравнения (1): 

wivwwck rf 1
2222 . 

Целью данной работы является экспери-
ментальное исследование предвестников в га-
зожидкостной смеси. Работа проводилась на 
установке «Ударная труба» с диаметром канала 
26 мм и высотой 2.5 м, Рис. 1.

Импульсы давления формировались в чи-
стой жидкости в коленах, выполненных из 
трубы, того же диаметра, что и основная тру-
ба и присоединенных к ней снизу под углом 
30 градусов. Импульсы создавались ударом 
сердечников электромагнитных соленоидов 
по мембранам, закрывающим торцы колена. 
Управление соленоидами позволяло получать 
импульсы давления длительностью от 0.2 до 2 
мс с шириной фронта до 50 мкс и амплитудой 

от 0.01 до 0.6 МПа. Для регистрации давления 
использовались 4 датчика давления SPT-mv 
фирмы Honeywell с паспортной полосой про-
пускания более 10кГц. Первый датчик нахо-
дился на расстоянии 120мм от сочленения ко-
лена с трубой, а последующие датчики на рас-
стоянии 500мм друг от друга.

Датчики подключались к индивидуаль-
ным усилителям и опрашивались 16-разряд-
ным АЦП с частотой дискретизации 40 кГц. 
Рабочая жидкость представляла собой 30% рас-
твор глицерина в воде с плотностью 1008кг/м3. 
Пузырьки формировались путём подачи сжато-
го воздуха через отверстия диаметром 0.14мм в 
большой объём воды ниже ударного генерато-

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА
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ра и направлялись в канал конусной вставкой. 
Наличие в рабочей жидкости микропузырьков, 
диаметром менее 0.1 мм, понижает скорость 
звука в жидкости до 900 м/с. Такая жидкость 
здесь и далее называется чистой.
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Ранее предвестники наблюдались в пузырь-
ковых завесах в бассейнах при инициации им-
пульсов давления взрывами малых зарядов 
[7]. Однако их структура и частота не были 
изучены. Предвестники наблюдались также 
во взвеси микропузырьков (R = 3÷5мкм) [8], 
при эволюции 50-наносекундного импульса 
давления, инициированного оптическим им-
пульсом. Сильное затухание и малая длина 
распространения позволила авторам наблю-
дать только начальную стадию формирова-
ния предвестников. Реальные сигналы всегда 
имеют конечную скорость нарастания фронта 
r. Амплитуда предвестника fA  зависит от r и 
граничной частоты rw  как в [2]:

)/( 22 rwrwA rrf

При используемых в экспериментах пузырь-
ках радиусом 1.5 мм, за счёт малого газосодер-

жания %5.00 =ϕ  резонансная частота π2/1w  
снижалась до 1.7 кГц, а равновесная скорость 

0c  до 150 м/c. 
В экспериментах выполнялось условие гомо-

генности пузырьковой смеси 111 2, Rll ss , 
где 92)1/(31/4 121 ss pwcl мм  − ши-
рина солитона БКВ с амплитудой 1=sp , 

69/2 rfs wc мм  − длина волны предвест-
ника Зоммерфельда, 14)3/4( 3/1

011 Rl мм  − 
расстояние между крупными пузырьками при 
их кубической упаковке. При наличии двух 
размеров пузырьков уравнение (3) переходит 
в трёхволновое нелинейное волновое уравне-
ние (ТНВ) [9], записанное в бездиссипативном 
случае: у
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Здесь 2
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втором нелинейном члене оказывается ма-
лым. Относительный вклад высших диспер-
сионных членов 2
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2 // wcwccwcw ff  в 

области частот 110ww  оказывается несуще-
ственным. В результате ТНВ (8) принимает 
форму ДНВ (4), где вместо скорости fc  стоит 
уменьшенная скорость в  «чистой» жидкости 

2c . В приводимых экспериментах 30/ 12 ww , 
и скорость 9002 =c м/с согласно (8) достига-
ется при относительных газосодержаниях 

983.01 =α  и 017.02 =α . Расстояние между ми-
кропузырьками 142sl мм 2l  мм 2l<  при такой 
концентрации также не нарушало условий го-
могенности. 

Профили давления при эволюции входного 
сигнала с пологим передним фронтом, получен-
ного на мембране из неупругого пластика тол-
щиной 3мм представлены на Рис. 2. Профили 
давления (а) и (b), снятые, соответственно, с 
первого и второго датчика отвечают эволю-
ции сигнала в чистой жидкости. Профили (c), 
(d), (e) и (f), снятые с датчиков 1-4 отвечают 
эволюции такого же сигнала в газожидкостной 
смеси. Эволюция сигнала с пологим фронтом 
здесь соответствует модели уравнения БКВ, и 
сигнал распадается на три солитона, амплитуда 
которых вследствие диссипации уменьшается, 
они сливаются и превращаются в треугольную 
волну Бюргерса.

Рис.1   Схема экспериментальной уста-
новки.
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Эволюция входного сигнала в чистой жид-
кости с крутым передним фронтом, получен-
ного на дюралевой мембране толщиной 3.3мм, 
показана на Рис. 3.

Изменение профилей давления (a), (b), (c) 
c первых трёх датчиков в чистой жидкости 
связано с проявлением дисперсии, вязкости и 
нелинейности жидкости с микропузырьками. 
Незначительность этих изменений позволя-
ет считать газожидкостную смесь с микропу-
зырьками - чистой жидкостью, т.е. однород-
ной средой с пониженной скоростью звука. 
Эволюция сигнала с крутым передним фрон-
том в пузырьковой смеси показана на про-
филях (d), (e), (f), снятых, соответственно, с 
первого, второго и третьего датчика. Форма 
основного сигнала здесь также эволюциони-
рует согласно уравнению БКВ, но отличается 
наличием предвестников, движущихся со ско-
ростью звука в чистой жидкости. Предвестник 
на фронте Рис. 3d показан в увеличенном мас-
штабе (Рис. 3g). Предвестник представляет со-
бой суперпозицию одного периода колебаний 
на частоте 1w  и около 11 колебаний предвест-
ника Зоммерфельда на частоте wr, движущихся 
с одинаковой скоростью 2c . Измеренные значе-
ния 0c  и 2c  между первым  и вторым датчика-

ми составили 154 и 869 м/с, а между вторым и 
третьим − 143 и 833 м/с. Различия в скоростях 
звука между разными датчиками здесь связано 
с увеличением газосодержания за счёт сниже-
ния статического давления по высоте трубы.

Cos-Фурье спектры предвестников, выде-
ленных на профилях давления (d), (e) и (f) на 
Рис. 3, приведены на Рис. 4a, 4b и 4с соответ-
ственно.

Различие в плотностях заполнения спектров 
связано с различным количеством приходя-
щихся на предвестники точек отсчёта, снятых с 
разных датчиков. Предвестником считался сиг-
нал от начала реализации до точки последнего 
локального минимума перед основным сигна-
лом (Рис. 3g)

На спектре Рис. 3а отчётливо выделяются 
два максимума на частотах 1.67 и 9.44 кГц, от-
вечающих соответственно резонансному пред-
вестнику и предвестнику Зоммерфельда. Их 
амплитуды сопоставимы и отличаются в 1.72 
раза. На спектре Рис. 3b частоты предвест-
ников составляют соответственно 1.79 и 9.58 
кГц, но относительная амплитуда предвестни-
ка Зоммерфельда в 6.26 раз ниже.

Рис.2   Профили давления при эволю-
ции сигнала с пологим перед-
ним фронтом.

Рис.3   Профили давления при эволю-
ции сигнала с крутым перед-
ним фронтом.
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Вычисленные и измеренные по спектрам 
предвестников значения 0c  и 2c  практически 
совпали и составили соответственно – 1.72 и 
10.2 кГц, что в первом случае совпадает с резо-
нансной частотой пульсаций пузырьков π2/1w , 
а во втором случае с частотой π2/*w  - в ре-
шении (7) для предвестника Зоммерфельда. 
Существование же резонансного предвестника 
в рамках ни одной из известных гомогенных 
моделей газожидкостных смесей уравнениями  
(3) - (8) не описывается.

Очевидно, что теоретическое обоснование 
существования резонансных предвестников 
следует искать в рамках гетерогенных моде-
лей, учитывающих межпузырьковое простран-
ство как выделенный канал чистой жидкости. 
В существующих работах по гетерогенным 
моделям, например, [10] трехмерное акустиче-
ское поле рассчитывается как сумма рассеян-
ных от каждого пузырька полей. Это предпо-
лагает только численные расчеты и затрудняет 
аналитические оценки. Рассмотрим данную 
задачу в упрощенной двумерной постановке, 
считая газожидкостный канал плоским и рас-
слоенным по середине. Примем ширину кана-
ла равной диаметру трубы d . Линейные вол-
новые уравнения для потенциалов скоростей в 
чистой жидкости и в газожидкостной смеси в 
бездиссипативном случае примут вид

0

,0
2
1

2
1

2

tttt

ttf

wc

c

   
(9)

Здесь 2222 // yx ∂∂+∂∂=Δ . Решения (9) для 
бегущих волн ikxiwtey −=Φ )(φ  и ikxiwtey −=Ψ )(ϕ  
с нулевыми граничными условиями на стен-
ках канала 0)0( =yφ  и 0)( =dyϕ  имеют вид 

)cos(ayA   и )]cos()sin()[tan( bybybdB . 
Дополнительные граничные условия на грани-
це раздела: )2/()2/( dd yy ϕφ =  и )2/()2/( dd ϕφ = , 
отвечающих соответственно равенству скоро-
стей и давлений приводят к системе однород-
ных уравнений относительно амплитуд A  и B , 
условием разрешением которых является ра-
венство нулю их определителя:р

0)2/tan()2/tan( bdbada ,             (10)
где 2222 / kcwa f  и 22

1
22

1
22 )/1)(/( kwwcwb . 

Уравнение (10) является искомым дисперсион-
ным уравнением с множеством решений )(wk , 
отражающих различные моды двумерных волн 
в акустическом волноводе, и в общем случае 
разрешается только численно. При 1,bdad   
при учете только первого члена разложения 
из (10) следует дисперсионное уравнение 

022 =+ ba , совпадающее с однорезонансным 
дисперсионным уравнением (1), но с усреднен-
ным по всей ширине канала газосодержанием. 
Смысл решений (10) становится понятнее при 
рассмотрении волн в каждом слое отдельно, 
приравнивая нулю каждое из слагаемых в (10). 
В слое чистой жидкости в этом случае условие 

nad 2   приводит к дисперсионному уравне-
нию для фазовой скорости kwwV /)( =  для каж-
дой n - ой моды колебаний:

,)( 22

2

an
fan ww

wcwV   n
d
c

w f
an

2
,              (11)

а в пузырьковом слое условие mbd 2   дает 
более сложное дисперсионное уравнение для 
каждой моды волн.
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Здесь anw  и m  − гармоники собственных  
колебаний жидкостного и газожидкостного ка-
налов соответственно, bmw   − частота отсечки га-
зожидкостного канала. Дисперсионные кривые 
(11) и (12) для первых четырех мод 3,2,1,0, =nm  
приведены на Рис. 5 для модельного расчета, от-
вечающего широкому газожидкостному каналу и 
узкому жидкостному каналу. Моды 0, =nm  отве-
чают одномерным волнам, 0, ≠nm  − двумерным. 

Рис.4   Фурье спектры (a), (b), (c) пред-
вестников с профилей давления 
(d), (e), (f) на Рис. 3.
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В широком газожидкостном канале часто-
ты отсечек расслоены и 1/ 1wwbm , а в узком 

11/ 11 wwb . Реальный канал в эксперименте 
существенно узок: 9988.0/ 11 =wwb . Тип газо-
жидкостного канала как широкого определен 
по величине 1/ 1wwan . В этом случае част-
ными решениями (10) будет множество точек 
пересечения кривых anV  и bmV , а не только кри-
вой 0aV . Очевидно, что в реальном канале за 
величину d  следует брать расстояние между 
пузырьками. По этому критерию жидкостный 
канал остается узким.

Таким образом, дисперсионная кривая ре-
зонансных предвестников будет находится в 
области точек пересечения прямой fa cV =0  

с кривыми )0(mVbm  в диапазоне частот 
11 9988.0 www >> , что и наблюдалось экспе-

риментально. Реальный вид дисперсионных 
кривых, полученный численным решением 
(10) приведен на Рис. 6. Здесь для наглядности 
жидкостный и газожидкостный каналы взяты 
широкими и для сравнения пунктиром приве-
дены кривые anV  и bmV . 

Полученный результат принципиально не 
изменится при усложнении задачи в цилин-
дрическом канале и произвольном располо-
жении точки расслоения газожидкостной 
смеси. Усложнение волновой картины резо-
нансных предвестников и ее зависимость от 
точки расслоения возникает только в широ-
ких каналах, где  11 w  и 11 wwa ,  как это 
показано на Рис. 6.

Рис.5   Дисперсионные кривые раздель-
ных мод колебаний в расслоен-
ном модельном канале.

Рис.6   Дисперсионные кривые урав-
нения (10) в расслоенном га-
зожидкостном канале.
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Таким образом, при эволюции входного 
сигнала с крутым передним фронтом в газо-
жидкостной смеси с пузырьковой структурой 
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ков, распространяющихся со скоростью звука в 
чистой жидкости. А именно -  зафиксированы 

высокочастотные предвестники Зоммерфельда 
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