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АННОТАЦИЯ 

Нагрев ламинарной пленки жидкости, движущей-
ся под действием гравитации и газового потока по 
стенке с постоянной температурой исследован анали-
тически и численно. Воздействие газового потока на 
пленку учитывается через касательное напряжение и 
коэффициент теплообмена на поверхности жидкости. 
Для термического начального участка, на котором 
возмущение температуры ещё не успело прорасти до 
межфазной поверхности, получено аналитическое 
решение, зависящее от автомодельной переменной. 
Распределение температуры на термическом началь-
ном участке служит начальным профилем для после-
дующего участка течения, на котором происходит 
теплообмен между жидкостью и газом и установле-
ние равновесного распределения температуры в жид-
кости. На основе метода Галеркина предложен полу-
аналитический метод, в котором поле температуры в 
жидкости представлено в виде ряда по базисным 
функциям, удовлетворяющим граничным условиям 

на стенке и на поверхности пленки. Сопоставление 
расчетов по методу Галеркина с численным решени-
ем задачи конечноразностным методом показало, что 
использование 8–10 базисных функций вполне дос-
таточно для хорошего согласования результатов. Хо-
рошее согласование имеет место как для случая сте-
кающей пленки, так и для случаев спутного и проти-
воточного движения газа. Предложенный подход 
дает теоретическую оценку расстояния, на котором в 
жидкости устанавливается равновесное распределе-
ние температуры, а также легко обобщается на слу-
чай произвольного профиля скорости в пленке и на 
случай волнового течения пленки жидкости. Пред-
ставленный упрощенный метод расчета, вследствие 
эффективного вычислительного алгоритма, позволя-
ет детально описать поле температуры в неизотерми-
ческой пленке жидкости при минимальных вычисли-
тельных затратах. 

ВВЕДЕНИЕ

 Течение тонкого слоя жидкости (пленки) по 
твердой поверхности используется в различных тех-
нологических процессах и аппаратах (абсорберах, 
теплообменниках, ректификационных колоннах, ис-
парителях, конденсаторах) для интенсификации теп-
ло-массообменных процессов. Прикладное значение 
неизотермических пленочных течений объясняет 
многочисленные теоретические [1-7] и эксперимен-
тальные [8-9] исследования, посвященные процессам 
переноса в жидких пленках. Классическая задача о 
нагреве пленки, стекающей по вертикальной изотер-
мической стенке, впервые рассмотрена в монографии 
[1]. На термическом начальном участке, на котором 
жидкость успевает нагреться только в тонком слое 
вблизи стенки, профиль скорости в пленке можно 
аппроксимировать линейной зависимостью. В этих 
условиях было получено аналитическое решение в 

виде функции от автомодельной переменной, кото-
рое позволяет рассчитать тепловой поток к пленке. 

Одним из важных применений неизотермического 
пленочного течения является холодильная машина 
абсорбционного типа. В аппаратах этого типа аб-
сорбция пара в жидкости сопровождается выделени-
ем тепла, поэтому процессы массопереноса и тепло-
переноса взаимосвязаны. В [2] теоретический анализ 
проведен для начального участка, на котором тепло-
вой слой вблизи изотермической стенки и диффузи-
онный слой вблизи поверхности пленки еще не 
сомкнулись. Профиль скорости в тепловом слое ап-
проксимирован линейной зависимостью, а в диффу-
зионном слое скорость считалась постоянной. Были 
получены автомодельные решения для профилей 
температуры и концентрации. В [3] задача о нагреве 
ламинарной пленки жидкости рассмотрена для слу-
чая заданной температуры стенки и заданной темпе-
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ратуры межфазной поверхности с учетом Нуссельто-
ва (параболического) профиля скорости в пленке. 
Для всей области течения, начиная от входного сече-
ния до установления равновесного распределения 
температуры, было построено полуаналитическое 
решение, которое хорошо согласуется с численным 
решением сформулированной проблемы. Решение 
представлено в виде суммы конечного числа слагае-
мых, выраженных через специальные функции Вит-
такера. Это решение позволяет рассчитать теплооб-
мен между нагретой стенкой и пленкой жидкости. В 
работе [4] данная задача рассмотрена в связи с про-
цессом абсорбции газа ламинарной стекающей плен-
кой жидкости. Тепловой поток на поверхности плен-
ки считался заданным, а на стенке задавалось усло-
вие теплоизоляции. Такая упрощенная постановка 
позволила получить аналитическое решение для 
профилей температуры и концентрации, которые 
были использованы для вычисления генерации эн-
тропии в стекающей пленке.  

В последующих теоретических исследованиях 
процесс совместного тепло и массопереноса при аб-
сорбции газа жидкостью также рассматривался при 
различных упрощающих предположениях. Так, на-
пример, в работе [5] скорость жидкости полагалась 
постоянной по сечению пленки. Вследствие сделан-
ных упрощений эти результаты имеют ограниченную 
область применимости.  

Существенным фактором в проблеме неизотер-
мического пленочного течения является наличие 
волн в пленке. В большинстве практически важных 
случаев течение пленки неустойчиво и на поверхно-
сти жидкости развиваются волны. Как известно, даже 
при ламинарном течении наличие волн в пленке су-
щественно интенсифицируют процессы переноса. 

Аналитическое описание теплопереноса в волновой 
пленке довольно затруднительно из-за сложности 
теоретического описания нелинейных волн, поэтому 
влияние волн на теплоперенос исследовалось, пре-
имущественно, численными методами [6,7]. Интен-
сифицировать теплоперенос в жидкой пленке можно 
также за счет движения газа над поверхностью жид-
кости, как это имеет место при двухфазном течении в 
миниканалах и микроканалах, в том числе и в усло-
виях микрогравитации. В этом случае на межфазной 
поверхности присутствует касательное напряжение, 
которое влияет на поле скорости и усложняет анализ 
проблемы. Термокапиллярный эффект также может 
быть причиной появления касательного напряжения 
вследствие неоднородности температуры межфазной 
поверхности в нагреваемой пленке. Так, например, в 
[8] выполнено экспериментальное исследование дли-
ны начального теплового участка в вертикальной 
нагреваемой пленке воды. Было показано, что при 
высоких числах Рейнольдса длина начального тепло-
вого участка для гладкой пленки уменьшается за счет 
термокапиллярных сил, направленных против основ-
ного течения. 

Следует отметить, что в настоящее время в лите-
ратуре отсутствуют модели, учитывающие влияние 
касательного напряжения на теплоперенос в нагре-
ваемой пленке. В данной работе предложен полуана-
литический метод определения поля температуры в 
гладкой пленке жидкости, движущейся под действи-
ем гравитации и газового потока. Используемая мо-
дель учитывает касательное напряжение на поверх-
ности пленки, а также теплообмен между жидкостью 
и газом. Расчеты по предложенному методу сопос-
тавляются с численным решением конечноразност-
ным методом. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

 Рассмотрим двумерное стационарное течение 
ламинарной пленки жидкости постоянной толщины h 
на обогреваемой пластине, наклоненной под углом  
к горизонту. На обогреваемом участке задана темпе-
ратура стенки TW. Поверхность жидкости контакти-
рует с неподвижным газом, температура которого 
равна Tg, теплообмен между жидкостью и газом опи-
сывается коэффициентом теплообмена α. Динамиче-
ское воздействие газового потока на течение жидко-
сти учитывается через заданное касательное напря-
жение  на межфазной поверхности. Плотность , 
динамическую вязкость , теплопроводность , тем-
пературопроводность a жидкости считаем постоян-
ными. Введем декартову систему координат с осью 
Оx в направлении течения и осью Оy по нормали к 
пластине (рис. 1).  

Профиль скорости в пленке имеет вид 

 






yyyh
sing

u  22
2

 

и удовлетворяет условиям на стенке и на межфаз-
ной поверхности 

 

Рис. 1 Схема течения нагреваемой пленки. 
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Изменение температуры жидкости описывается 
уравнением энергии, которое в погранслойном при-

ближении 2222 y/x/   имеет вид 

2

2

y

T
a

x

T
u








 (1) 

На поверхности пленки теплообмен с газом опи-
сывается условием 

 ghyhy TT
y

T





   

Выберем 23 Pr/Rehl   масштабом по оси Ox, где 
23 3 /singhRe    число Рейнольдса пленки,   

кинематическая вязкость, a/Pr    число Прандт-
ля. В качестве масштаба температуры возьмем 

gW TTT  . Перейдем к безразмерным переменным 

x / l, y / h,   T/TT g  , сохраняя прежние буквенные 

обозначения. В безразмерных переменных уравнение 
(1) и граничные условия для температуры на стенке и 
на поверхности пленки примут вид  
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Здесь  /hBi   – число Био, )singh/(r 2  
– безразмерное касательное напряжение. Для кор-
ректности постановки задачи систему (2-3) следует 
дополнить заданным профилем температуры жидко-
сти на входе: 

 yFT x 0 . (4) 

ТЕПЛОВОЙ НАЧАЛЬНЫЙ УЧАСТОК

 На малых расстояниях от края нагревателя нагрев 
жидкости происходит в тонком слое вблизи стенки, 
поэтому уравнение (2) можно записать в виде  
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Поскольку толщина нагретого слоя много меньше 
толщины пленки, теплообмен с газом не влияет на 
распределение температуры в пленке. В этом случае 
граничное условие на межфазной поверхности следу-

ет заменить на 0yT . Уравнение (5) имеет ана-

литическое решение в виде  T , где 31/x/y – 

автомодельная переменная. Подставляя это в (5), по-
лучаем 
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Уравнение (6) имеет общее решение: 
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0
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Константы С1 и С2 определяются из граничных 

условий 10  , 0 . В результате получаем 
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В случае покоящегося газа это решение получено 
в [1]. На рис. 2 показано решение уравнения (6) для 
различных значений r.  

Из рисунка видно, что некоторое значение 0, при 
котором температура близка к нулю, можно принять 
за условную толщину нагретого слоя. Толщина на-
гретого слоя 0 зависит от параметра r, в частности, 
спутное движение газа приводит к уменьшению 0, а 
противоточное движение – к увеличению. 
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Рис. 2 Автомодельный профиль температуры 
() на термическом начальном участ-
ке для различных значений r. (1) r = 1, 
(2) r = 0, (3) r = – 1. 
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В случае покоящегося газа можно принять 0 = 
3.5. Тогда безразмерное расстояние x0, на котором 
граница нагретого слоя выходит на поверхность 
пленки, определяется соотношением 

3

00 1 /x   

Так, например, в случае покоящегося газа 
023,00 x . В конце термического начального участ-

ка, где нагретый слой выходит на межфазную по-
верхность, распределение температуры в пленке оп-
ределяется соотношением  

     0

31

0  yx/yyF /  . (7) 

Поскольку 10 x , для умеренных значений r, 

длиной термического начального участка можно 
пренебречь по сравнению с протяженностью участка, 
на котором происходит установление равновесной 
температуры жидкости. Таким образом, (7) задает 
профиль температуры в пленке на входе этого участ-
ка. Исходя из условной толщины нагретого слоя 0 = 
3.5, размерная длина термически начального участка 
определяется как  

  PrRe/05.0 3/43/12 glentry  . 

УСТАНОВЛЕНИЕ РАВНОВЕСНОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ В ПЛЕНКЕ

 При 0xx   возмущение температуры «прораста-

ет» на всю толщину пленки и теплообмен с газом 
оказывает влияние на профиль температуры в плен-
ке. Вдали от края нагревателя в пленке устанавлива-
ется термическое равновесие, когда температура 
жидкости не зависит от координаты x. При этом весь 
тепловой поток от стенки передается через жидкую 
пленку в газ. Равновесный профиль температуры, 
удовлетворяющий уравнению (2) и граничным усло-
виям (3), имеет вид 

y
Bi

Bi
Tsteady 


1

1 . (8) 

Будем решать задачу (2)-(4) методом Галеркина, 
который является одним из вариантов метода взве-
шенных невязок [10]. Ищем решение уравнения (2) в 
виде  

     yxaTyxT k
k

ksteady 





1

, . (9) 

Здесь ряд описывает процесс установления рав-
новесной температуры. Пробные функции k(y) 
должны удовлетворять соответствующим граничным 
условиям на стенке и на поверхности пленки:  

0)0(  ,     0 11   Bi . (10) 

Выберем пробные функции в виде 
y)y( kk  sin . Из (10) следует, что все частоты k 

являются корнями трансцендентного уравнения 

0sincos   Bi   

и легко вычисляются методом итераций. Нетруд-
но показать, что система функций k(y) представляет 

собой ортогональный базис (т.е. 0
1

0

 dymk  при 

mk  ), причем любую функцию переменной y на 
интервале 10  y  можно представить в виде раз-

ложения в ряд по k(y). Хотя все члены ряда в (9) 
удовлетворяют условиям на стенке и на поверхности 
пленки, но не удовлетворяют уравнению энергии (2). 
Подставляя (9) в (2), получаем невязку в виде суммы 
ряда: 

   





1

,,
k

k yxRyxR ,  

где     kkk
k

k a
dx

da
yyryxR  








 22)2(, . 

Согласно методу Галеркина, потребуем, чтобы 
проекция компоненты невязки Rk(x,y) на соответст-
вующую базисную функцию k(y) была равна нулю. 
Отсюда получаем уравнение для ak(x): 

  0)2(
1

0

22

1

0

22   dyadyyyr
dx

da
kkkk

k  .  

Это уравнение имеет решение    xАxa kkk  exp , 

где 

  0))2(
1

0

22

1

0

22   ydyyryd kkkk  .(11) 

Таким образом, поле температуры жидкости в 
пленке имеет вид 

    yxАy
Bi

Bi
yxT k

k

kk  sinexp
1

1,
1








 .(12) 

Значения констант Ak определяются из профиля 
температуры (7) на входе. Подставляя (12) в условие 
(4), получаем  

)()(
1

yFyTA steadyk
k

k 



 . 
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Таким образом, Ak есть коэффициент разложения 
функции TstedyF в ряд по базисным функциям k(y) и 
определяется формулой 

  dydyyFyTA kksteadyk  
1

0

2
1

0

)()(  . (13) 

Предложенный полуаналитический подход по-
зволяет легко оценить расстояние, на котором в 
пленке устанавливается равновесная температура (8). 
Самая «медленно затухающая» экспонента в (12) со-
ответствует k = 1, поэтому характерное расстояние, 
на котором устанавливается равновесная температу-
ра, равно 

   yydyydyyrleq  
1

0

1
22

1

1

0

1
22

1 coscos)2(/1   

В случае Bi << 1 для частоты 1 имеем 2/1   , 

отсюда rleq 285.0352.0  . При r = –1 (противоточ-

ное движение газа) длина участка установления рав-
новесной температуры примерно в 5.3 раза меньше, 
чем в случае неподвижного газа. Размерная протя-
женность участка установления равновесной темпе-
ратуры равна 

   PrRe/616.0761.0 3/43/12 grleq  . 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

 В расчетах методом Галеркина использовались 
10-15 базисных функций. Результаты расчетов срав-
нивались с результатами численного решения урав-
нения (2) конечноразностным методом. На рис. 3 
показано влияние числа Био на нагрев вертикальной 
пленки в случае покоящегося газа. Кривыми 1-3 
представлены зависимости температуры поверхности 
пленки от расстояния для различных значений Bi. Из 
рисунка видно, что температура поверхности пленки 
монотонно растет и на некотором расстоянии дости-
гает равновесного значения  Bi/ 11 . Расстояние, на 

котором в пленке устанавливается равновесное рас-
пределение температуры, уменьшается с ростом Bi.  

 

Рис. 3 Температура поверхности пленки в за-
висимости от расстояния в случае по-
коящегося газа. (1) Bi = 0,5,  
(2) Bi = 0,2, (3) Bi = 0,1. Сплошные ли-
нии – конечноразностный метод, круж-
ки – предложенный метод. 

На рис. 4 показано влияние безразмерного каса-
тельного напряжения r на нагрев вертикальной плен-
ки.  

 

 

Рис. 4 Температура поверхности пленки в за-
висимости от расстояния при  
Bi = 0.5 при различных значениях r.  
(1) r = –1, (2) r = –0,5, (3) r = 0,  
(4) r = 0,5, (5) r = 1. Сплошные линии – 
конечноразностный метод, кружки – 
предложенный метод. 
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Рис. 5 Число Нуссельта в зависимости от рас-
стояния для различных значений Bi в 
случае покоящегося газа. 
(1) Bi = 0,1, (2) Bi = 0,2, (3) Bi = 0,5. 
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Из рисунка видно, что в случае спутного движе-
ния газа стационарное распределение температуры 
устанавливается на большем расстояние, чем в от-
сутствие газового потока. 

В случае противоточного движения газа стацио-
нарное распределение температуры устанавливается 
на существенно меньшем расстояние, чем для по-
коящегося газа. Этот эффект растет с увеличением 
параметра r . Из рисунков 3, 4 видно, что результаты 

расчетов хорошо согласуются с численным решени-
ем уравнения энергии конечноразностным методом. 

На рис. 5 показано число Нуссельта в зависимо-
сти от расстояния для различных значений Bi. Из 
рисунка видно, что с увеличением расстояния значе-
ние Nu существенно падает до установившегося зна-
чения  BiBi 1/ .

ВЫВОДЫ

 Исследована задача о нагреве ламинарной пленки 
жидкости, движущейся по изотермической поверх-
ности под действием гравитации и газового потока. В 
условиях постоянной температуры стенки получено 
аналитическое решение для термически начального 
участка с учетом касательного напряжения на по-
верхности пленки. Предложен полуаналитический 
метод расчета теплопереноса в пленке жидкости на 
основе метода Галеркина. В расчетах показано, что 
расстояние, на котором устанавливается равновесное 
распределение температуры, зависит от направления 
газового потока. Спутное движение газа приводит к 

увеличению этого расстояние, а противоточное дви-
жение – напротив, к уменьшению этого расстояния. 
Сопоставление расчетов по предложенному методу с 
численным решением задачи конечноразностным 
методом показало, что результаты хорошо согласу-
ются при использовании 8–10 базисных функций. 
Хорошее согласование имеет место, как для случая 
стекающей пленки, так и для случаев спутного и про-
тивоточного движения газа. Предложенный метод 
легко обобщается для произвольного профиля скоро-
сти в пленке, в том числе на случай турбулентной 
пленки.
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